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CLASA alV-a

Subiectul 1. Se considera numerele 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 si figura de mai jos. Scrie aceste numere in
cerculete astfel incat urménd fiecare sigeats indicatd in figurd sa obtii aceeasi suma.

Solutie: e
b
ONONO.

Orice alta solutie corecté se puncteazi corespunzator.

s d D

Subiectul 2. Determinati numérul ab pentru care a X b00b + @a = 2024.
(Gazeta mathematicd 5/2024)

Solutie:

Din b00b < 2024 sededuce cB D = 1 8aU D = 2. ..ccevvieieeeiiinrees ceerrennereersneeeeseiaesssnnnnsesnes Ip
Pentru b = 1 se obtine a X 1001 + a X 11 = 2024, deci a X 1012 = 2024, a = 2

Numiruleste @b = 21 s e s 4p
Pentru b = 2 se obtine a X 2003 + a X 11 = 2024,

iar egalitate a X 2014 = 2024 nu este posibila pentru @ numar natural. .........cccoeeeveeee vereennnn Ip
In concluzie, singurul numir care verifici egalitatea este @b = 21.  ......c.ccvevveeeeereeeeerrenans 1p
Subiectul 3. Trei saci cu varza cantiresc cat un sac cu cartofi. Cinci saci cu varza si doi saci cu
cartofi cantdresc 154 kg. Aflad cét cantiresc impreuna doi saci cu varzi si un sac cu cartofi.

Solutie:

2 saci cu cartofi CANtAresc CAt 6 SACI CU VAIZA  ...c.uiitivniiniiiiitiii et e e e e e s e e e e neeeaas 2p
11 saci cu varza CANtAreSC 154 K  oovniiniiii i e 1p
1 sac cu varzd cantareste 154: 11 = 14 K. ..o oniniiinit ittt 2p
1 sac cu cartofi CANtAreSte 14 X 3 = 42 KE . ouuiriiiiiiiitiiiiie ettt e e e e e e e e aaeeresereaes 1p
2 saci cu varza si un sac cu cartofi cANtAreSC 7O KZ  .oivvviiiiiiiiiiiiiiii e Ip
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Subiectul 4. Suma a patru numere naturale este 2025. Daca pe primul numar il inmultim cu 2, pe al
doilea 1l marim cu 2, din al treilea scidem 2, iar pe ultimul il impértim la 2, obtinem patru numere
naturale consecutive, in ordine crescatoare. Determind cele patru numere.

Solutia 1: Fiea, b, ¢,d cele patru numere. Avem: b+2=2a+lc-2=2a+2;d:2=2a+3.........1p

b=2a-150=2a44d =8a+6 rerriiieie e 2p
a+b+c+d=2025=a+2a-1+2a+4+4a+6=2025 ...cocorriiiiiiii Ip
9a+9=2025=>a=224;b=447;c=452;d =902. ..cccevvrriiiiiiiiiii 3p

Solutia 2:

Daca numerele consecutive sunt reprezentate astfel
atunci

cele patru numere sunt reprezentate grafic astfel

— &
&
“ b

Egalarea partilor

‘ parfi ............. 2025 - (1+1+6+10) = 2007
1. Care este primul numér?

2007:9+ 1 =224
2. Care este cel de al doilea numar?

223 X2+ 1=447
3. Care este cel de al treilea numéar?

223 X2+ 6 =452

4. Care este cel de al patrulea numir?
223 x4+ 10 =902
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BAREM DE CORECTARE CLASA AV-A

Subiectul 1. Prin impértirea unui numar de patru cifre la rsturnatul siu, se obtine citul 2 §i restul 1977. Aflati numarul
stiind ci diferenta dintre cifra miilor si cifra unitatilor este 5, iar cifra sutelor este cu 4 mai mare decét cifra zecilor.
(Gazeta Matematicd nr.5/2024)

Solutie: abcd = dcba -2 + 1977, cu deba > 1977,a # 0,d # 0,a =d + 5D = C+ 4 v 2p
1000a + 100b + 10¢ 4+ d = 2000d 4 200C + 20D + 20 + 197 7. veumrriremrssmnmrssisssssssssssssssssssssssssssssssssssnss .1p
998a + 80b = 1999d + 190c + 1977

998(d + 5) + 80(C 4 4) = 1999d + 190C 4 1977 .eovrvevrvurcrererimmesssesiamssssssssssmssssssssmsssssssssssssssss sessssssssssssssssssssssss 2p
998d + 4990 + 80c + 320 = 1999d + 190c + 1977 '

1001d + 110c = 33332 ¢ =3,d = 3,a = 8,5 = 7 = GBCA = 8733...ccmvenrirsssmmmscsnrsssmsiosssssssssmmsnssssssssssssssossssssss 2p

Subiectul 2. Un joc de calculator functioneazi dupa urmatorul algoritm: la fiecare pas, se afiseaza pe ecranul monitorului
un careu de forma unui pitrat impirtit in patru patritele mai mici, cu un numér natural scris in fiecare din cele patru
pétratele. Dup primii trei pasi ai algoritmului sunt afisate urmatoarele careuri:

Pasul 1: 1 3 | Pasul 2: 9 11 | Pasul 3: 17 19

7 5 151 13 23 1 21

a) Ce careu va fi afigat la pasul 67
b) Calculati suma celor patru numere situate in careul de la pasul 2024.
c) Existd un careu astfel incit suma numerelor situate in el si fie 20242 (justificati rispunsul!)

Solutie: a) In sensul acelor de ceasornic, pornind din coltul din dreapta sus, se citesc in ordine numerele impare.
La pasul 6 va fi afisat careul | 41 | 43 | La pasul n va fi afisat careu | 8(n—1)+1 | 8(n—1) +3

47 | 45 8n—-1)+7|8n—-1)+5
................................................................................................................................................. Ip
b) Numerele din fiecare careu cresc cu 8 fatd de numerele din careul anterior, deci suma lor creste cu32 ...............1p
In primul careu suma numerelor este 32, in al doilea este 16 + 32+ 1.in careul keste 16 + 32+ (K —= 1) evvvruvevennn p
deci in careul de la pasul 2024 suma este 16 + 32 - 2023 = 64752 . ..coiiiiiiiiiiiiiiieii et e e e Ip

¢) Pentru ca suma numerelor dintr-un careu sa fie 2024 trebuie si existe k un numar natural pentru care are loc egalitatea
16 + 32 - (k — 1) = 2024. Atunci 32(k — 1) = 2008 si cum 2008 nu se imparte exact la 32,
deducem cd suma numerelor dintr-un careu nu poate i 2024 i e e 2p

Subiectul 3. In cate moduri distincte se poate scrie numarul 1000 ca sumé de numere naturale in a céror scriere in baza
zece apare numai cifra 4 ? (Doud sume care diferd numai prin ordinea termenilor nu se considerd a fi diferite).

Solutie: Fie 2 numarul de numere de 4 folosite, b numarul de numere de 44 folosite §i ¢ numarul de numere de 444

folosite. Avem 4a + 44b + 444c = 1000 © a + 11b + 111c = 250, unde @, b, ENoevvrrvrvinnrieeiiieeee e, 2p
= 1110 S 250 = € POaLE £1 0,1, SAU 2. .uutninininiiniitii e ee et et ettt et e et e ettt e ea et n e ean—eenan 1p
Dacic=0=a+ 11b = 250 = 11b < 250 = b < 22, adici avem 23 de SOIUtii..cceuerrnriariieneieneieeieenensnnnen e 1p
Dacic=1=>a+11b =139 = 11 < 139 = b < 12, adicd avem 13 solufii..........ooeerrriiiiiiimiiiniiiiniii 1p
Dacic=2=2a+11b=28=11b £ 28 = b < 2,adich avem 3 SOIUtii...ccceneerernririiieiicnniesentianseosaseissanennes 1p
Numirul de moduri distincte €5t€ 23 4 13 4 3 = 30, . iuiuiiiii ittt e ettt sttt et een e a e 1p
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Subiectul 4. Un pétrat cu latura de 5 se imparte in patrate cu latura de 1 si se numeroteazi de la 1 la 25. Se calculeazi

sumele numerelor de pe fiecare linie i de pe fiecare coloana. Existd o numerotare astfel incat exact o suma si fie numar
par ?

Solutie: Notind Ly L, L3 Ly Ls C; C,,C3C4 Cs sumele pe linii, respectiv coloane obtinem

Li+L,+Ly+ L+ Lsg+C; 4 C, + C3 + C4 + C5 = 2 X suma numerelor = 650 = numar par ....................2 p
Suma tuturor sumelor obtinute prin adunarea numerelor de pe fiecare linie, respectiv de pe fiecare coloand,
contine 10 termeni §i este un nuUmMAr par, e 2p

dacd doar un termen (o sum3#) este numar par, atunci celialti 9 termeni sunt numere impare, deci suma lor este un numdr

impar, cee ce constituie o contradictie (650 €St PAr) ......cceiruirniiiiormrsrisinierniieeniitnireieansiiiestesstntiasssrstssemes 2p
Deci, nu existd o numerotare astfel incdt exact o suma sa fie NUMAEr PAT  ....c.ovviiiniiiiiiiiiiiiiiiicieiie e Ip
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Subiectul 1.
a) Ardtaticd N = abl —1ab nu poate fi numar prim, unde a §i b sunt cifre nenule.

b) Determinati cifrele nenule a si b pentru care N = abl -1ab este cubul unui numér natural.
(Gazeta Matematica nr. 4/2024)

Solutie:

a) N =9-(10a+5-11)i9, deci N nu poate fi PriMl. oocvvvvvcerrisrsssssssssssssisisssssssmmssssssisssssssss s 2p

b) N =9-(10a+b-11) este cub perfect daca 10a+5 11 =3k’ keN.Cumasib sunt cifre, rezulta

R — ip
R T T W e T T B B A1 1 T R —— 1p
Dacl k=1=ab-11=3=2ab=14=5a=1,b=4 §i N=3. crvemscssssmsisssissnssssssssssssassssssases 1p
Dack k=2=5 gh=11=24=gb =35 d=3b=5 5 W26 . .. onmssmmmmmasnmemmasssises 1p
Daci k=3=ab-11=812ab=92=a=9,0=2 $I N =97, oeerrrrmmcmrsmnerrssesssssmsmssssssssssssssssssnssnns 1p

Subiectul 2.

Fie multimea 4 = {7,77,777,..., V7T, } Pentru fiecare multime B < 4, notam cu S(B)si P(B) suma,
2024 cifre

respectiv produsul elementelor multimii B . Studiati dacd existd X,¥ c 4, X UY =4,X N Y =@ in fiecare
din cazurile:

a) S(X)=8(Y);

b) P(X)=P().
Solutie: Vom arita ci raspunsul este negativ in ambele cazuri:

a) 7+77+..+ 77..7 <10+100+...+1 00...0 = 11..1 0< 77..7 . Deci, oricum am grupa numerele,

2023cifre 2023cifre  2023cifre  2024cifre
suma elementelor care-1 contine pe  77...7 este mai mare decét suma elementelor celeilalte multimi. ....... 3p
2024cifre
b) Presupunem cid P(X)= P(Y).Atunci P(4)=(P(X ))2 ,deci P(A) este patrat perfect. ......cceenuene. Ip
Dar P(A)=7-77-...- 71...7 = 72024 .1.11....- 11...1 =M, +3, care nu poate fi patrat perfect. .......... 3p
2024cifre 2024cifre
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Subiectul 3.

Aflati numerele naturale nenule x si y , prime intre ele, pentru care produsul xy dividé suma2x? +11y2.
Solutie: Din x|xy si xyl2x2 +11y? obtinem x}2x2 +11y* sicum x’2x2 , avem xill al

Cum xsi y suntprime intre ele = x[IT=> X € {11}, oo nssssssasssos 3p
Caz L x=1.Relatia din ipotezd devine yiz 11y = = ye{L,2)= (61) e{(L1)L2)} . 2p
Caz II. x =11. Relatia din ipotezd devine

11y‘2-112 +11y% = 22+ 11y = y22= ye {1,2,11,22}, (%) =1= (% y) e {(1L1);(11,2)}.

in concluzie (x,y) e {(1,1);(1,2);(1 1,1);(1 1,2)} USSR SO St St 2p
Subiectul 4.

Unghiurile 40C si BOC sunt adiacente complementare, iar D este in semiplanul determinat de OC si 4
astfel incat BOC =2- 40D si 4.DOC =3-BOC . Determinati masurile unghiurilor BOC, 40D, poc.

i
? Cazul L. [04 ¢ Int(COD ). Notam 40D = x. Atunci
| BOC=2x,DOC=3§_{ si AOC=§.Cum
H — B = —_— = o.
T ALY B 90 OC +COA4 2x+2:>x 36°. Atunci
‘. ! DA AN gC o A ) o 3'36° °
. & BOC=2:36"=72,40D=36", DOC = =54°. ....3,5p
TR S G . (0D  in(COA). Notim 0D - . At
< BOC =2x,DOC =90° - 3x . Din ipotezd rezulta
Lo 4-(90° = 3x) = 2x = 360° ~12x = 6x = x = 20" Atunci
T BOC =40°,40D =20°,DOC =30°.  ..ecveummummmsmmssmmmmmmnennes 3,5p
: B o
X .A'.
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Concursul regional ,,PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a XVII-a, Baia Mare, 9 noiembrie 2024
BAREM DE CORECTARE, CLASA A VII-A

Subiectul 1.
a) Demonstrati c pentru orice numere reale pozitive a si b, are loc egalitatea (JZ ++Jb )(\/c—z —b ) =a-b.

b) Determinati n €N pentru care numérul Jn +/n+32 esterational.
¢) Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia sz \/; =+/48 .

Solutie: a) («/;+\/5)(\/Z—x/5)=s/;2—\/Z-«/E+\/Z~.«/Z;-«/_2=a—b .................................................. 1p

b) Folosind eventual punctul a), se deduce c& pentru orice numere reale pozitive a §i b, avem Ja+JbeQ

daca si numai dach Va, VB € Q. (¥) wocommerrrnmiresisss s s 1p
Jn+dn+32eQe Jn,n+32eQe, n=k>s5i n+32=p, 00 k, PEN e ip

p? —k? =32, deci p 5i k au aceeasi paritate. Singurele perechi de numere naturale (p, k) care verifici egalitatea
precedent sunt (6,2) si (9,7), pentru care obtinem solutiile 7, =4 §i 7, =49 . oot 1p
Y RN N RGN TN AR L 2 1) OO —————— 1p
Deoarece 3x,3y e N, egalitatea precedenti are loc daca si numai daca 3x si 3y sunt pétrate perfecte, deci
dacd si numai daci x=3a" §i Y =35>, CU @D EN . oo 1p
Din (1) obtinem a+b=4, deci (a,6)€{(0,4):(1,3): (2.2); (3,1); (4. 0)} -
Rezult solutiile. (x, )= {(0, 48); (3, 27)5 (12, 12); (27, 3048, 0)] . socsassmmesssorseneserrierrmstranesioersomosmess 1p
Observatie: Se acorda 1p si in cazul in care afirmatia (*) este enuntatd, fird demonstratie.
Subiectul 2. Aflati numérul prim p pentru care suma cifrelor numérului 4= ( P’ —7)2 +33( D’ —7)+630
este minima.

Mihaela Berindeanu, Gazeta Matematica 6-7-8/2024

Solutie: Pentru p =2, obtinem A4 =540, deci S{A)=9 .ceceerviiiiiiiiiii it 1p
Penfro p=3, obtinem A=700, deci S{A)=T ic.issns unsionismss cins sussanoessssssussis sossssmmomessvnses TP
Dacd p=>35, atunci restul impartirii sale la 6 este 1 sau 5, deci existd keN, astfel incit p=6k+1, sau
pr=6k=T1 (MACESECAZ, K50, cciermmnusnsmen van sussssossusmssssasussssustnns prvenswnssonvnsinnn snnsnunnsesnssossssnsssirssnsasses L
Obtinem p?—7=(6k+1)" =7 =M +1=T=6m, i MEN" . orieerriet s seeeeeee e eeeaceeersinee e 1P
Asadar 4=(6m)’ +33-(6m)+630=36m" +198m+630=9B,cu B€N". ....ocoermmrrmrmrsrrsrrrrsssesc s 1P
Prin urmare, S(4) este divizibil cu 9, si cum §(4)#0, rezultd c& S(A4)29. ..coeervrvmimsssrsrnsnsssscssnsisnenns 1P
Solutian €5te Prs=3 5 ivssuunanssavisusnssessssssisstisssdessns Shsosis S5 s s8 654 aTEHTvassastsesssusonss st st UP s aresunssutsaresressronsssanansansisans 1p
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Subiectul 3. Fie triunghiul echilateral 4BC , triunghiul dreptunghic isoscel ABD, cu BAD =90° , astfel incét
punctele C si D sunt situate de o parte §i de alta a dreptei AB. Daca punctul M este simetricul punctului 4
fati de CD, iar punctul N este simetricul punctului M fatd de mijlocul segmentului BD, demonstrati cé:

a) triunghiul 4BN este echilateral;

b) punctele C, M si N sunt coliniare.

Cristian Heuberger

Solutie: a) CD este mediatoarea segmentului AM, deci CA=CM si DA=DM .
Cum CA = DA, obtinem c& ACMD este romb cu toate laturile congruente cu AB. ... 1p

Evident DAC = DMC =150° §i ACM = ADM =30° . ccccrvevevrsvmssrsssressessmmsessssns 1p
BMDN este paralelogram (diagonalele se intersecteaza la mijlocul fiecareia), deci

deducem ¢ NB=DM = AB . ettt 1p
Fie {P} = ABN DM . Din triunghiul dreptunghic 4DP rezulta ca APD =60° si apoi

ABN = APD = 60° (coresp.). Triunghiul ABN este echilateral deoarece este isoscel cu

UN UNEHT A8 607 . sererrrervrvreevivmsasasssassamssmsms s s e 1p

b) BN = AN = AB=AC = BC, deci ACBN esteun TOTIID. oot eeeee e e e s e e e e e st besa e seren s anar e s a s 1p
CN este diagonald a rombului ACBN , deci este bisectoare in triunghiul echilateral ABC, prin urmare
T £ | O ——————— R ip
Cum si ACM =30° deducem ca C, M, N SUnt CONMIATE. ....cuurrumrrrurremsremserierrssssssssimisss st e 1p

Subiectul 4. Fie un triunghi ascutitunghic 4BC, cu B>C , si punctele 4,,B,,C,E, astfel incat 4, este
simetricul lui 4 fata de dreapta BC, B, este simetricul lui B fata de dreapta CA,, C, este simetricul lui C
fat de dreapta AB, si {E}=AB NnBC . Daci CC, L 4B si AC,C =60°, atunci:

a) demonstrati ca ABAE este romb.

b) determinati masurile unghiurilor triunghiului 4BC .

Dana Heuberger

Solutie: a) CC, L AB, §i CC, L B4, deci AB, || BA . coocvvvviinriiiciinimninssisinssssissssneenes 1p
A, este simetricul lui 4 fatd de BC , deci triunghiurile 4B4, si AE4, sunt isoscele cu baza

A4, Cum BAA=FA4 (ai), rezulti cd AAAB=AA4AE (UL.U). Deducem cé

AB=BA = AE=FA,adici ABAE eSteTOMD. ..ooovviiviiriiiiciimirninssin s 1p
b) Datoritd simetriilor, au loc congruentele: A ABC =A ABC si AABC=AABC.
Rezulth ci ACB = BCA = ACB, §i AB=BA = AB, . ccoooovmmmrrrmmrrrresssssssesssssssssssssnins 1p

AB=AE,deci A ABE este isoscel cu baza B E, iar A B A=AEB =BAB, . (ultimele
doud unghiuri sunt corespondente prin raport cu dreptele paralele 4B si AE s§i secanta AE)

.......................................................................................................................................................................... 1p
Prin urmare, A/BZ1 = m (suplemente ale unghiurilor congruente BAB, §i 4B A). wovvveeviiervinnssssinisinens ip
Din A ABC=A 4BC=AABC deducem ci AB4 =2-ABC si BAB=2-BA4C=2-BAC, in consecinté
ABC = BAC ,deci A ABC este isoscel cu baza 4B, iar A ACB, este isoscel cu baza AB, . .cccoivmiiinincnins ip
AC=AC si Z(TC =60°, deci A ACC, este echilateral, cu indltimea 45,. Rezulta cd ﬁ? =30%,

Obtinem ZC'\B1 =120° , asadar ACB =40° . Prin urmare, BAC = ABC =700 . corrrrremmrsssesessssmsssssssssssasensss 1p
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BAREM DE CORECTARE CLASA A VIII-A

Subiectul 1. Fie numerele naturale p i n, cu 2 < p < n, care fac parte din secventa
1,2,3,5,8,13,21,...,p,n,p+n,2n+p,

in care fiecare numar, incepand de la al treilea péna la ultimul, este suma celor dou# numere anterioare lui.

Fie

p 2 " 3 3 5 . 8 T n 1 n+p
~1-3 2:5 3-8 5-13 p-(n+p) n-@2n+p)
si
B = L + : + ! + ! R 1 + !
~1-3 2-5 3-8 5-13 p-(m+p) n-@n+p)
a) Aritaticid > 1.
b) Demonstratici A -B < 1.
Solutie:
2 3 5 _ 47
a)AZ;E+;_E+'§—E>1 .................... 1p
_3-1,5-2  8-3 13-5 . (n+p)-p , 2n+p)-n
b4 = 13 + 2:5 + 3-8 T Tt p(n+p) = n(2n+p)
-, 1,1 21,31 1., 1 1 .1 1 = it 1
A=1 3+2 S+3 8+5 13+ +p n+p+n 2n+p =>A_'l-{’z n+p  2n+p 2P
=2 o B3 £ 5 4 8 i ntp
B 12:3 + 235 5-8 + 5-8-13 Ea pn(n+p) n(n+p)(2n+p)
31 52 83 135 (up)p ,  Gmep)n
123 + 2.3-5 | 3.5.8 + 5813 + + peom e gt s 5 1 P
4 1 1 1 1 1 1 1
B=-1.—2—;_-§ T S smoangion e sme U TSP OORUUORORRIPROR 1p
np  n(ntp)  n(n+p)  (n+p)(2n+p)
SIS PN N
s e 1p
Ab Bt L _ &2
= otp " Zne  GrnGnamy S & s 0,5p
A+B _ 2
VA'BS—Z'—<;—1=>A'B<1 05p

Subiectul 2. Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia
3x% — 6x + 4 = 6{x}([x] — {x]),
unde prin [a] si {a} s-a notat partea intreaga, respectiv partea fractionara a numérului real a.
(Gazeta Matematicd nr. 5/2024)

Solutie: Sestiecd x = [x] +{XL, VX E R tieiiiiiiiiiiiiiiiii e 1p
Pentru simplificarea scrierii, notim [x] = a € Z, {x} = b € [0,1).
Deci x = a + b. Inlocuim in ecuatie si obtinem

3(a+b)?—6(a+b) +4 = 6b(a—b) & 3a* + 6ab + 3b% — 6a — 6b + 4 — 6ab + 6b% = 0 ...ccceuvercrrsrcssre. 2p
5 1R £ OD® B = B 2550 e emrersnoememoenssessmdomsssomsisiiie 55 RS S A A TS 1p
& 3(a—10F + (8b ~ 1" = 0 D a =1 E L b= 2€ [0, Diimummmmrmmmnsssssmssemmraomsmons 2p
. — 1 _4
Deci X = 1+ €0 X = 5 ueriniitiii st ss sm s HSRR R 1p
ot Baia Mare, str. Culturii, nr. 2, cod postal 430282
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Subiectul 3. Fie ABCD un pitrat §i E un punct in interiorul siu, astfel incat triunghiul BEC este echilateral.
Fie {F} = AB N DE 5i G € (BC) astfel incét ADFG echilateral. Calculati raportul razelor cercurilor inscrise in
triunghiurile AFIE si ABIG, unde FG n BE = {I}.

Bogdan Ionufi
Solutie:
Se obtine m(xADF) = 15° = M(LAFED) = 75% asmsesisussomvinseasnssnssns 1p

Cum ADFG echilateral = m(«DFG) = 60°, dar m(¥AFB) = 180°
(4, F, B coliniare), deci:
m(&BFG) = 45° cu m(«FBG) =90°
rezulti c3 triunghiul ABFG dreptunghic isoscel 2p
Notam cateta ABFG cu x = BG, rezultd FG = xV2.
m(«BIG) = m(XFIE) (opuse la varf)

i }:AFIE~ABIG ......................... 1p
E € mediatoarei segmentului AD = E mijlocul DF = GE mediana in
AGDF, rezulta:

FG xV2

FE=—§—=—2— ...................................................... 1p

Notam 7 raza cercului fnscris in AFIE si R raza cercului inscris in ABIG.

Subiectul 4. Fie punctele necoplanare 4, B, C, D si M astfel incat AABC este un triunghi echilateral,
AD || MO, AO = OM si BM = 0C, unde punctul O este situat in interiorul AABC. $tiind c& m(£BOC) = 90°
si m(XAOC) = 120°, determinati masura unghiului dintre dreptele AD si BO.

Solutie:
Din AD || MO, rezultd <(4AD, BO) = «(M0,B0) = <MOB
.......................................................... Ip

Construim APCB congruent cu AOAB, punctul P in exteriorul AABC,
PE(ABC) = v 1p
Deoarece m(<0BP) = 60° si AOBP isoscel = AOBP echilateral =
OP=0B @ .. : 1 p
m(<AOB) = 360° — (90° + 120°) = 150°, m(«BPC) = 150 ..

. Deci: m(«CPO) = 150° — 60° = 90° 1 p
A0 = OM = PC, 0B = OP, MB = 0C, deci AMOB = ACPO......1 p
Rezulti m(<CPO) = m(<MOB) = 90°. ' 1p

|

Baia Mare, str. Culturii, nr. 2, cod postal 430282
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Concursul regional ,,PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a XVII-a, Baia Mare, 9 noiembrie 2024

BAREM DE CORECTARE, CLASA a IX-a

Subiectul 1. Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuégia {x} ([x] +{x+ 1}) =[x+1], unde {a} si [a]

reprezinti partea fractionara, respectiv partea intreagd, a numarului real a.
Gazeta Matematica nr. 5/2024

Solutie:

Pentru orice numir real x € Rau loc egalitatile [x + 1] = [x] +1 i {x + l} = {x} .................................... 2p
Ecuatia devine {x}[x]+ {x}2 e 23 2p
deci ({X}=1)(XHI)Z0 2p
cum {x} FL,TZUIE X = =1 e s 1p

Subiectul 2. Determinati numerele reale a,b, 0 <b < a, astfel incat ecuatia x> +ax—2b=0 saadmita
ambele ridacini numere Intregi.

Solutie:
Fie x,,x, € Z radicinile ecuatiei. Din relatiile lui Viette avem X, +x, =—a€Zsi xx, =-2beZ ... 1p

A=a" +8b trebuie si fie pétrat perfect, b>0=> A=a’ +8b>a’si A=aZ+8bSa2+8a<(a+4)2

............................................................................................................................................................................ 2p
a <A<(a+4)2, A pitrat perfect =>Afs{(a+1)2 ,(a+2)2,(a+3)2}. ................... 1p
Daca A=(a+1)2:>a2+8b=a2+2a+1:2b=2a+1¢Z.

Daca A=(a+3)2=>a2+8b=a2+6a+9:>2b=6a+9§eZ. .............................................................. 1p

o 2
Daci A=(a+2) = a’+8b=a’+4a+4= 2b=a+1,solutiile ecuatiei sunt x, =L x, =—a-leZ |,

. k+1
deci a—k,b-—T,keZ. ........................................................................................................................... 2p

Baia Mare, str. Culturii, nr. 2, cod postal 430282
Telefon si fax: 0262211943, mobil secretariat: 0730123630
Cod fiscal 3825932, e-mail: lucaciu@lucaciu.multinet.ro
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Subiectul 3.

a) Ardtati ca @’ +b° + ¢® > ab+bc+ca , pentru orice numere reale a,b,c.
b) Fie numerele reale strict pozitive X, y,z > 0, cu +/xy ++/yz +~/zx =1. Determinafi valoarea minima a

expresiei

2 2 2
E(x,y,2)= P
x+y y+z zZ+x
Solutie:
a) Inegalitatea este echivalents cu (@ ~b) +(b —c) +(c —a)2 D05 wonssnupsnseosensesponssssmrasansacesnerssssonsisiis 2p
2 2 o
b) N s e A 2k 24 =x—\/5§ianoloagele. ........................................... 2p
x+y x+y x+y 2\/5 2
1 1
E(x,y,z).>.x+y+z—5(\/;+ yz+«/—z—x_)=x+y+z——2-. ................................................... 1p
Dina)=>x+y+z.>_\/1—cy‘+\/—y_z+«/;=1:E(x,y,z)2% ................................................................. 1p
cu egalitate pentru x=y=z=—:1;. ................................................................................................................ 1p
Subiectul 4.

a) Demonstrati ¢4 existi o infinitate de numere rationale x astfel incat v x + 2024 si \/x+2025 si fie numere
rationale.
b) Demonstrati ¢ exist4 o infinitate de numere rationale x astfel incét Jx+2024 si /x+2025 sifie numere
irationale.

Solutie: a)vx+2024 =aeQ, ,Vx+2025 =beQ, = a’ =x+2024,b’ =x+2025,b*—a* =1. ...2p

b—a<b+a,alegem b—a=-n-1-,b+a=—n-,m,neN',m<n. SNSRI |  :
n m
2 .2 2 3 2 2)\?
+ = e
p=T M T T 022024 =| Z T | 22024, e 2D
2mn 2mn mn

b) Pentru x=10"+3,neN", avem U(x+2024)=7,U(x+2025)=8:>x+2024,x+2025 nu sunt

patrate perfecte = v/x +2024,\x+2025 Sunt rafionale . oeeromvesvesssnersnerese s 2P

Baia Mare, str. Culturii, nr. 2, cod postal 430282
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BAREM DE CORECTARE, CLASA AX-A

Subiectul 1.
Numerele reale x si y verificirelatiax —Vx +2 =y +3 —y. Determinati min(x + ¥) si max(x +¥).
Solutie:

Fies=x+y.Avemx+y=\/x+2+,/y+3,deundesz=S+5+2,/(x+2)(y+3)

=S52—-5§—-5>0,cuS = 0,deunde

1++v21
s= 2\[— . (3p)
Obtinem
: 1++21
min(x +y) = 5
care se atinge pentru
5++21
X ==2,y=
2
sau pentru
7 ++21 '
x=——,y=-3 (adics JG+DH+3) = 0) (0.5p)

Pe de alta parte, 2./(x +2)(y+3) < (x+2)+ (¥ +3) =S5+5,deciS?—25-10<0
Obtinem

max(x +y) = 1+ V11, (3p)
careseatingedacdx + 2=y +3six+y =1+ /11, adic pentru
11 Vil
x=1+:/-—2_—§iy=—§—. (0.5p)

Subiectul 2. Determinati functia bijectivd f: N — N, cu proprietatea cd
IfG)—fMl<lx—ylvx,y €N
Mihai Zelina
Solutie:

Din relatie rezulta:
FarD-fels1= G Do IO )= fat D@ Ll vxe N ) G

f bijectivd = f surjectivisifiek € Ncu f(k) =0
Prin urmare, din relatia (*), rezulta:

Flk+1)—fk) €{-11} = fle+ ) =41 fk+D =1. 2p)
Dacik =13 Fk) = fk—1) = +1 = f(k — 1) = 1si f numai este injectiva.
Deci, k = 1 este imposibil si atunci k = 0 = £(0) = 0. (p)

Din (¥), avem ci:

fO-fO=x1=>f1)=1

Baia Mare, str. Culturii, nr. 2, cod postal 430282
Telefon si fax: 0262211943, mobil secretariat: 0730123630
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f@-fm=+1=f@e0 3= r@=2
Inductiv, reiese ¢ f(n) = n,vn € N. (2p)

Subiectul 3. Fie numerele reale, a, b, ¢ € (0, ©) astfel incat a + b + ¢ = 3. Artati ci:
a® N b3 N c? - 3
@+b b2+c ctt+a 2

(Gazeta Matematicd nr.5/2024)

Solutie:
a® a(@®+b)—ab _ ab _
a?+b  a*+b Y
a3 y b3 N g . bt ab bc ca
a+b b%2+c Zta © C“%Z+b b2+c c*+a
=3 ab bc ca 3p)
%7 a2+b b2+c c*+a p
Riméne de arétat:
3 ab bc ca >3 (1r)
a2+b b*+c c2+a 2 P
Avem
ab bc ca ab bc ca Vb++vc++va 3
e+ — < t——t——= <=
Z+b bP4+c c2+a  2avh 2bVc 2cVa 2 2
ova+vbivi<3e (Va+vb+ye) <9=3@+b+c) "4’ (p)

Subiectul 4. Demonstrati ca [¥n + ¥n + 1] = [¥/8n + 3], pentru orice numar natural 7.

Solutie:

Pentru n = 0 partile intregi sunt egale cu 1 (0,5p)
Presupunem n = 1. Din inegalitatea mediilor avem:

Y+ ¥mt1> 28+ 1) = V64n? + 64n > *[64nZ + 48n+9 = {(8n + 3)2,
Decidn+¥n+1>3V8n+3 ¢} (1,5p)
Cum functia f: (0,) = R, f(x) = 3/x este strict concava, rezulta:

f(n+ (n+1)) >f(n)+f(n+1)
> )

2
Deunde ¥n+Vn+1<V8n+4 @ (2p)
Din (1) si (2) rezulta: [VBn + 3] < [¥n + Vn+1] < [VBn + 4 (1p)
Vom arata ¢ [¥8n + 3] = [V8n + 4] ()
Presupundnd contrariul, notand [¥8n +3] =k = [VBn+ad]zk+1 (din(»)) (1p)

Atnci8n+3< (k+1)3si(Bn+4) = (k+1)% deci8n+4 = (k + 1)3, absurd, deoarece 8n + 4 nu este
cub perfect, fiind multiplu de 2, dar nu si de 2,

in concluzie, [3\/811 + 3| = [W +¥n+ ll, pentru vVn € N. (1p)
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Subiectul 1. Fie 4e M, (C) pentru care existd keN, k22, astfel incat 4* #A-I,, oricare ar fi A eC, iar

matricea 4% are elementul de pe pozitia (1, 2) egal cu zero. Demonstrati ca pentru orice ne N, matricea A"

are elementul de pe pozitia (1, 2) egal cu zero.
Supliment Gazeta Matematicd nr. 4/2024

b a 0
Solutie: Pentru orice neN", notam 4" =(a" d" ) Din ipoteza, avem A* =( i J } , deci b, =0.
¢ k

n n ck
TR R U T T A————————ERSEEER R 1p
a.a ab, aa +bc, bd

4 A4=4 -4 e Kon || TTE T TR (1), de unde obginem b,c, =0 (2

(cka,, rde, ob+dd,) \ca+de dd, 0 s obginien B = 01(0)
LA A ) O —————————— 3p
0 TN Y ) e B ————— ip
II Daci c, =0, deoarece a; # dy, din (3) ODHNEM B, =0 covervvrsssmnmrsssssmsnmsssmmmsss s s 1p
Din I si I rezulti ca pentru orice neN", A" =(a d ) ............................................................................. 1p

Subiectul 2. Fie neN, n>5. Determinati permutérile ¢ €S, astfel incét pentru orice k=2,n-1 are loc

k-1 _
egalitatea: 1 e

Z5(0)-o(c() 2(k+1)

Dana Heuberger
1N=2 = =
Solutie: Pentru k =2, obtinem c(l)~c(c(l))=6, deci o) , sau a8 , sau =) 6. ....... 1p
c(2)=3 o(3)=2 s(6)=1

——— k
Fie k=2,n—-2.Cum k+1<n-1,avem Y : k

~5@)-o(c(i) 2(k+2)
¥ k-1 1
T2(k+2) 2(k+1) (k+1)(k+2)

Scizénd egalitatea din enunt din

egalitatea precedents, obinem c(k)-;(c(k))

Asadar o(k)-o(o(k))=(k+1)(k+2), pentru orice k=2,n-2. 1§ [P S——E——— 1p

i) Daca o(1)=2 si 6(2)=3, folosind (1), deducem prin inductie c& o(f)=r+1, Vr=1n-1.

Deoarece 1 Imo, rezultd ca o(n) =1, deci c=@ i S r;) ........................................................ 1p
n
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i) Daca o(1)=3 si o(3)=2, pentru k=3 in (1), avem 2.6(2)=0(3)-0(c(3))=20, deci o(2)=10.
Pentru k=2 in (1), avem 10-0(10)=c(2)-o(0(2))=12, LS FT) B -\ -1 A——— 1p
iii) Daci o(1)=6 si o(6)=1, atunci n26, deci n—224, asadar fi putem da lui & valorile 2,3,41n (1).
Pentru k=2 in (1), avem o(2)-o(c(2))=12, (2) deci 12[o(2), asadar o(2)e{2,3,4,12}.

Dacd o(2)=2, din (2) obtinem 2-0(2)=12, deci o(2)=6, fals.

Daci c(2)=12,din (2) obtinem 12-6(12) =12, deci T ol U 1p

Dacd o(2)=3, din (2) obtinem 3-0(3)=12, deci (3)=4. Pentru k=3 in (1), avem o(3)- o(o(3))=2

deci 4-c(4)=20, adica o(4)=5. Pentru k=4 in (1), avem o(4)-0(c(4))=30 deci 5-0(5)=30, adicd
ETC) L T ———— SRR 1p

Daci c(2)=4, din (2) obtinem 4- -5(4)=12, deci o(4)=3. Pentru k=4 1in (1), avem o(4)-o(c(4 ))=30

deci 3-0(3)=30, adici &(3)=10. Prin urmare, n210, deci n-228, asadar putem inlocui £=6 in (1) si

obtinem 6=1-5(1)=0(6)-c(c(6))=56, fals.

b in S EiE : . E 2 o 2=l
Din i), ii) si iii) deducem ca singura solutie este ¢ = (2 5 " ’;) O SO oo e e ot 1p
sisie n

Subiectul 3. Fie sirul de numere reale (x,),,, astfel incat (x,.; =%, ) (¥, + %, + 2024) <0, oricare ar fi neN".

a) Dati un exemplu de sir care verifica inegalitatea din enunf si nu este monoton.
b) Demonstrati ca sirul (x,), ., este marginit.

Solutie: a) x,, =1 §i x,; | =—2025, pentru Orice & € N cooooiviiciirirmmmsisss i 2p
b) Inegalitatea din enunt se rescrie: x7,; +2024x,,; <X +2024%, (1) errrrrrrrrereesssismmssnissmnsssmsssssessssssssssnnss 1ip
Metoda I: (1) < x2, +2-1012x,,, +1012% £x? +2-1012x, +1012° & (x,., +1012)" <(x, +1012)" ......... 1p
Deoarece |x,,, +1012| <|x, +1012|, ¥ neN", rezulta cé sirul (|x, +1012])  este desCrescafor. ................ 1p

Asadar, VneN",

<|x, +1012], deci x, €[ ~1012-|x, +1012|, ~1012+|x; +1012]], adica sirul este

11F:0gx1 111 SOOI NPT 2p
Metoda a II-a: Fie (»,) ., ¥, =x; +2024x,. Din (1) obtinem c& y,, <y,, VneN’, deci sirul (V)

este descrescator, §i ¥, SV, VIENT s 1p

¥, =2 +2024x, 2-1012?, deci y, €[~1012%, y, |, VneN', asadar sirul (»,),,, este marginit. .......... 1p
=) + [ -

Ecuatia x? +2024x, —y, =0 are A=2024> +4y, >0, deci x, = Bt 22024 4%, ,VneN" ....1p

|x,| 1012+ /10127 + y, <1012 +4/1012% + y, , VneN", deci sirul (x,),,, este marginit. .........cc..c... 2P

Observatie: Orice alt exemplu corect dat la punctul a) se noteazi cu 2 puncte.
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Subiectul 4. Fie (a,),,, un sir strict descrescitor, cu @, =1, astfel incat pentru orice 7 eN" are loc egalitatea:

A=+ A — Ayt T Ay Oy, T Ay +a,,,t...Tay.
. : 1
a) Demonstrati ¢ pentru orice neN’, g, >§,T-

b) Demonstrafi cé sirul [Z a,‘] este nemarginit.
k=1

nzl

¢) Determinati termenul general al sirului (a, )nZl , stiind c& ;1- eN*, pentru orice neN".

' Cristian Heuberger
a) Pentru n =1, relatia de recurenta devine a, —a, =a, si de aici a, = —;— a. (%)
Daci n>2,avem: @ —a, +@ =Gy +..o+ Gy 3 — oy T dppy ~ G2 =pn T Opia T +ay, 5 8y, gy (l)

respectiv @G+ G~y ety =Gy =0 T Ay oty (2)

1
Scazénd din (1) egalitatea (2), obtinem Aoy =y, ==, + Ay + 0y, Asadar a,, = > G Vnz2.

Folosind (*), deducem cd a,, =%-a,,, T PR —— . 1p
Pentru n e N*, obtinem inductiv: a, = > 4= 51; ) O 1p
Dar n<2",oricare ar fi neN". Cum sirul este strict descrescator, rezultd ca a, > By = % , VneN" ... 1p

n
b) Fie x, =) a,, neN". Pentruorice neN’, avem

k=1
X, =a +a, +(a,+a,)+(a; +a,+a, +a8)+...+(a2,,_,+l+a2,,_,+2+...+a2,,)2
2a+a,+2-a,+4 G +...+2" a, = l+l+2--17+4-i3+...+2"“-—1—=1+—ri o | Rr— 1p
2 2 2 2" 2
Din (4) deducem c& sirul (xz,, )"Zl este nemdrginit superior, deci (x, ), este NEMATGINIt «.ooooervvvvvvemuueneenrnnee 1p

L 1 . .
¢) Demonstrdm ca a, =—, pentru orice neN". Avem a, =l=% si a2=%~a1 =
n

N | =

Fie neN, n>3 si keN", astfel incit 2* <n <2 Asadar n=2"+r,cu re{O,l,...,z"—l}.
Deoarece sirul (g, )

.., este strict descrescator, pentru orice meN”, cu 2f<m<2™, avem ay 2a,>ay,.

o : 1
Utilizand (3), obtinem F20,> E:T , deci 2F < Locow,

a”l
Folosind din nou monotonia sirului (a,) . ,rezultdca 2 < el < ! <...< 1 30 i PR NN ip
gzl a, a a
pd 2F+1 okl g

Cum intervalul [2" s 2"“) contine exact 2% numere naturale, iar numerele 1 2 —-1—, ey 1 sunt naturale,

. az" +1 Ay
1 . . 1 . .

deducem ci — =m, pentru orice meN", cu o St Asadar a, =—, pentru orice » N . ssimssies ip

n

m
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Concursul regional ,,PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a XVII-a, Baia Mare, 9 noiembrie 2024
BAREM DE CORECTARE, CLASA A XII-A
Subiectul 1. Fie ,,*” o lege de compoxzitie asociativa si comutativd definitd pe o multime nevidé S, care are
proprietatea ci , pentru orice X,y € S, existd ze S astfel incét x*z=y.
Aratati ca dacd a,b,ceSsi a*c=hb#*c,atunci a=b.
Solutie: Fie aeS=>Te, €5,astfel ICAt @* ey =@ . wwrvvermmmmmmmmmsmmmsssssssmmss s 1p

Pentru orice x€ S avem (a*e, )*x=a*x, deci din proprietatea de asociativitate si ce de comutativitate

rezultd (a*x)*ea=a*x,oricarearﬁ €S . srressosessssssssnesasassasssresaessssataass LSS SR SRS eSO RR S sSbOS OO RR S 08 1p
Pentru orice y €S, 3z S astfel incat a*z =y, deci YEe, =P, VPES . s 2p
Fie ce S, oarecare. Atunci 3z, € SPENIU CATE CHZ, =€« weuvsersesssesssmmmssumsssissssssssssinsciss s sasies 1p
Egalitatea a*c=b*cimplicd a*c*z, =b*c*z.,deci a*xe, =b*e ceeace IMplicd @=b. .creecrsesercnee 2p

Subiectul 2. Fie # = R o multime cu cel putin dou elemente, pe care definim legea de compozitie
internd ,,¢ ” cu proprietatea ¢ x <xcy <y pentruorice x,y € H astfel incdt x< y.
a) Aratati cd,,c ” nu admite element neutru si ca nu este asociativa.
b) Dati exemplu de o multime H si o operatie ,, ”, care s& fie comutativa.
¢) Dati exemplu de o multime H si o operatie ,,« ”, care s fie necomutativa.
(Gazeta Matematicd nr. 9/2024)
Soluatie
a) Presupunem ci ,,¢ ” admite elementul neutru e€ H , deci
existi cel putin un element x € H,x #e penfrucare X0€=e€0X=X........oreerrrennacnnn. 1p
Daci x<e=>x<xce<e=>x<x<e,fals.
Daci e<x=>e<ecx<x=>e<Xx<x,fals.
Deci legea ,,° ” nu admite element neutru.

Notdm xoxo..ox=x",neN".
¥oxo..ox

nori

3 8 <,

Dacéd x < xo x¢>x<x(2), atunci x<x(3) <x(2) :>x<x(4) <x(
=x< x(s) < x(4) < x(7) < x(3) < x(s) < x(s) < x(7) < x(z) Jfals. oo 1p

Dack xox<x e x® <x, atunci ¥ <x® <x=x@ x5 <) <x <x

2
:>x( ) <x(7) <x(5) <x(8) <x(3) <x(7) <x(4) <x(5) < 0, 1 [ N A I I PN 1p
Deci xex=x,Vxe H.
Presupunem ci ,,o ” este asociativa.
Fie x<y=Dx<xey<y=>x<xo(Xoy)<xoy<y=>x<(xoXx)oy<xoy<y=mx<xoy<xoy<y,

fals. Deci legea ,,o ” nu este @sociativl, .....ccivnieeriitecaciennencniictieiitiiientinaens 1p
XY g
b) xoy= . T T2 TR s s o s s 1 e ) 7 419,150 6 o e o e o i o o o o 15 561 R 5 5 8 0 0 L 1p
+2y
€) xey= B 2 5 L T RO
) xoy S AELE IR ki A MR S s e e R KR R R e 1p

Baia Mare, str. Culturii, nr. 2, cod postal 430282
Telefon si fax: 0262211943, mobil secretariat: 0730123630
Cod fiscal 3825932, e-mail: lucaciu@lucaciu.multinet.ro




| MINISTERUL EDUCATIE!

: "yf’“"*‘; INSPECTORATUL SCOLAR
= \/ JUDETEAN MARAMURES

Calegiul National
| NVasite Lucaciy”

Subiectul 3. Fie f,F:(-1,1)— K, unde Feste 0 primitiva pe (-1,1) a functiei f . Determinati functia F

pentru care egalitatea

) arcsin x—arctg x

F(x)+(x2 -l-l)f(x)=(x2 +1)e

are loc, oricare ar fi x € (—1,1) .

arcsin x

Solutie: F(x)+ (x2 - l)f(x) = (xz + l)earcsm X-aAGE _, LAITHET . F(x)+e™¢* - F'(x)=¢€

x“+1

:b(ean:tgx .F(x)), :eamsmx :}emgx -F(x)ejemsmxdx ................................... 3p

ST gy = . arcsmx+-[(\]1 x) eFCSIE g =

Iemm‘dx=x-arcsinx—j\/1f_x
= x-arcsin x + 1 —x? ™% — jemsm"dx:jemﬁm‘dx:%emsmx(x+V1—x2)+C ................ 3p

Avem 8% -F(x)=%emi“(x+\ll—x2 )+c,ceR

deci F(x)== arcs"”"'mtg"(x+\/1 x2)+c-e'amgx,ceR ..................................... 1p

Subiectuf 4.
2

gt o X .
a) Arétati cd e >1+x+-2— oricarear fi x>0.

1
b) Fie F:(0,0) >R o primitiv a functiei f:(0,0) >R ,cu f(x)=x-€*. Ariatati cd F este o functie
bijectiva.

(Gazeta Matematicd nr. 5/2024)
Solutie:

x2

a) Fie h:[0,0) >R, cu h(x)=e"-—1-—x—-5-.

Avem H’ (x) =¢" —1> 0 pentru orice x>0, deci /' este strict crescétoare pe (0,)

Rezults A’ (0) =0< h'(x) =¢* —1—x oricare ar fi x>0, deci h este crescitoare pe (0,00)

2
Rezultd h(0)=0.<_h(x)=e‘—l—x—% oricare ar fi x>0, deci

2
X .
e">l+x~1——2 OicAre arfl X2 0 . v viweisn ss i o s m s o siew s s ss o 2p

b) Aritam ci functia F este injectiva si surjectiva.
1
Din F'(x)=x-e* >0 pentru orice x € (0,), rezulta F este strict crescatoare, deci este injectiva — ........ ip
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2

Fie g:(0,) = R, g() =F(x)—£2-—x—%lnx

L 1 2
(x)=x-* —x—1-—=x|&*=-1-———
g'(x)=x-e*—x o x 0

2 1
= 1
& >14x+2—,Vxe(0,0) = &* s14+ls L vre(0,)
2 x 2%
= g'(x) > 0,Vx > 0= g este strict crescatoare pe (0,00) . <eeovrvessunarnnsaessressanssntsnsassessansonneanss 1p

2
Pentru x>1=> g(x) > g(1) = F(¥) >-xz—+x+%lnx+g(l)

X

2
]im(iz—+x+-;—]nx+g(l))=co=>1imF(x)=oo ................................................................................... 1p

2
Pentru x<1:>g(x)<g(1):F(x)<52—+x+%1nx+g(l)

2
m(-%-+x+%lnx+g(l))=—oo=>£i_1£F(x)=‘°°

m| -+ x+-lnx+g(l) |=—0= MRE(X) =70 o ip
x>0 x>0
F este continua, )l:gnw F(x) =0, lifnr} F(x) =0 =>Im(F) =R => F este SUJECHIVA .ovvcvssrserurrmmmssassssnn 1p

x>0
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