TABARA JUDETEANA-CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XV-a 2025,
Targu Lapus, 01.09.2025-06.09.2025
Clasa a Vlll-a

1. Fie a,b,c,d numere pozitive. Demonstrati ca:

Jorars Varers arera ars
+ + + >2
b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c

2. Determinati N € N pentru care numarul v/n* +n” —81 este numar natural.

3. Se considera triunghiul echilateral ABC si V un punct care nu apartine planului (ABC) :
Notam D, E,F mijloacele laturilor BC,CA, respectiv. AB. Dacd <«<DVA=<EVB =<«FVC =90,

demonstrati ca VABC este piramida regulata.

Nota: Fiecare problema se noteazdi cu punctedela 0la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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1. Fie a,b,c,d numere pozitive. Demonstrati ca:

Jrrara Varera avera v

+ + + >2.
b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c
Solutie:

Din inegalitatea mediilor avem ca

a+b+c+d>2/a(b+c+d) :>(a+b+c+d)2 >4a(b+c+d) = 1 > 4a

............................................................................................................................................................ 3p
2
= 2 2 4a 5 = a > 22 si analoagele.
b+c+d (a+b+c+d) \jb+c+d a+b+c+d
Adunénd aceste inegalitati obtinem ca
\/ a \/ b \/ c \/ d 2a+2b+2c+2d
+ + + > =2 s 3p
b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c a+b+c+d
Are loc egalitate <>a=Db+cC+d sianaloagele = a+b+c+d =0(fals), deci inegalitatea este stricta.
............................................................................................................................................................... 1p
2. Determinati N e N pentru care numarul v/n* +n* —81 este numar natural.
Solutie:
Vn*+n*-8leN <« JkeN cu n’+n°-81=k’>=4n* +4n* —4k* =324 =
(2n% +1) —4K? =325 & (202 +1-2K)(21% 414 2K) =325 v 3p
2n° +1-2k,2n’ +1+2k e N, cu 2n° +1-2k <2n° +1+2K §i 325=5"13 .ooovvorvcerecirercenenn. 1p
\VVom avea cazurile:
2n° +1-2k =1
(+)
L {207 404 2K =325 e, 1p
4N’ +2=326=4n"=324=>n*=81=n=9;
2n° +1-2k =5
(+)
1 (207 414 2K =85 7 e 1p
4n*+2=70=n*=17(fals);
2n® +1-2k =13
(+)
I (207 404 2K =25 7 s 1p

4n*+2=38=n*=9=n=3.



3. Se considera triunghiul echilateral ABC si V' un punct care
nu apartine planului (ABC) :

Notam D, E,F mijloacele laturilor BC,CA, respectiv AB.
Daca <<DVA=<xEVB =<«FVC =90, demonstrati ca VABC

este piramida regulata.

Solutie:
Notim AB=/,VA=a,VB=h,VC =cC.
Deoarece AABC este echilateral, rezulta ca

ADzBEzCFz@. ............................................. 1p

Dar AVAD este dreptunghic({V = 90°) =

AD? =VA? +VD? si cum VD e mediani in AVBC
, 2(vc?+vB?)-BC’
=VD* = 2

<207 =2a% +b® + ¢,

Analog se obtine 20> =a” +2b* +¢* si 2 =a*+b’ +2¢*, deunde 2’ =b* =c
=VA=VB =VC, cum AABC e echilateral =VABC este piramida regulata.



