TABARA JUDETEANA-CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XV-a 2025,

Targu Lapus, 01.09.2025-06.09.2025
Clasa a IX-a

2 2 2
1. Fie a,b,c >0 cu proprietatea abc =1. Demonstrati ca a + b + ¢ > §
1+ab 1+bc 1+ca 4

2. Fie ne N pentru care v1+12n° este numdr natural. Aratati cd numarul 2+ 2+1+12n° este patrat
perfect.

3. Fie patrulaterul convex ABCD in care AC(1BD ={O} si AD(1BC ={E} . Daci centrul de greutate

al patrulaterului ABCD, punctul O si centrul de greutate al triunghiului AOB apartin unei drepte d,
demonstratica E ed .

Nota: Fiecare problemd se noteazd cu puncte dela 0la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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1. Fie a,b,c >0 cu proprietatea abc =1. Demonstrati ca ( a j +[ b ] +£ ¢ j > §
1+ab 4

1+bc 1+ca
Solutie:
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Are loc egalitate < Xy =yz=2X<=x=y=z<a=b=Cc=1. ... 1p

2. Fie ne N pentru care v1+12n° este numdr natural. Ardtati ¢ numirul 2+ 2y1+12n° este patrat

perfect.

Solutie:

V1+12n* eN= 3 eN cu 1+12n® = (2,

atunci ¢ este numar impar = £ =2K+LK € N ... 1p
si inlocuind obtinem 3n* =k (k +1) C e sttt 2p
Dar k? +k este numar par = 2|n , deci N=2 sau N este NUMAr COMPUS..........cocooveveeee. 1p

I. Dacdi N=2=>+1+12n* =7 e N si 2+2y/1+12n* =16 = 4*, deci e patrat perfect......2p
1. Daca N este compus, cum (K,k+1)=1,Vk e N, atunci 3a,b e N,(a,b) =1 astfel incat

k =a’,k +1=30" = a® +1=23b’(fals), deoarece a* =0 sau 1 (mod3).
sau k =3a%* k+1=b*>=b’=3a’+1si n*>=a’h’ =3a" +a*, deci
J1+12n% =+/1+12a” +36a* =6a’+1

Avem 2+ 2y1+12n° =12a” +4 =4(3a” +1) = 4b° care e patrat perfect.




3. Fie patrulaterul convex ABCD 1n care AC(1BD ={O} si AD(\1BC ={E} . Daci centrul de greutate

al patrulaterului ABCD, punctul O si centrul de greutate al triunghiului AOB apartin unei drepte d,
demonstratica Eed .

Solutie:

Fie M si N mijloacele laturilor AB, respectiv

DC . Atunci centrul de greutate al patrulaterului 1)

ABCD este mijlocul segmentului MN . Centrul '

de greutate al triunghiului AOB apartine .- AN -
segmentului OM si din coliniaritatea celor trei

puncte din ipoteza rezulta ca punctele O, M si .

N sunt coliniare si d = MN .

Punctele A,O,C si B,O, D sunt coliniare, deci 3k, p R astfel incat OC = kOA,OD = pOB.
Punctele M si N sunt mijloacele segmentelor [AB], respectiv [CD],deci oM :%(@ﬁ@),

1 1
ON =E(OC+OD)=§(kOA+ pOB). ...................................................................................... 2p
Dar O,M, N sunt coliniare, deci vectorii OM si ON sunt coliniari, iar vectorii OA si OB sunt
RT.F.A not
necoliniari, de unde rezulti cd k = p = % = @ = AB||ICD = E = E =X
OA OB EA EB
=5 ED = XEA EC = XEB . oo see e essee e 2p

Avem ﬁz%(ﬁ)#ﬁ):g(ﬁ#@):xm,deci EcMN=Eecd. ... 1p



