TABARA JUDETEANA-CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XV-a 2025,

Targu Lapus, 01.09.2025-06.09.2025
Clasa a X-a

1. Fiea,b,c € (0,00) \ {1} si
E(a,b,c) =log,(b? + c? — bc) + log,(c? + a? — ca) + log.(a® + b? — ab).
a. Determinati valoarea sumei
2 V5—-1 V5+1+5
—2+log25+E< 4 ' 4 7)
b. Aratati ca E(a, b, c) = 6, oricare ar fi a, b, ¢ € (1, ).

2. Fie numarul real a € R \ {0}, numarul natural nenul n € N* i multimea
M={x€C|x*"+ (ax — 1)?" = 0}.

a. Aratati ca daca z € M, atunci z € M, unde Z este conjugatul numarului z.

b. Fie x; € C, i = 1,2n, solutiile ecuatiei x2™ + (ax — 1)?" = 0. Determinati valoare sumei

2n
1
S = —.
X X
k=1 k k . . .
(indicatie: se poate folosi faptul ca
pentru ecuatia z*™ + 1 = 0, suma tuturor rdddcinilor este nuld.)

3. Fie m si n doua numere naturale nenule de paritati diferite.
Aratati ca nu existd functiile f : R - Rsi g : R = R care sa satisfaca simultan egalitatile
(feg)(x) =x™, oricarear fi x € R,
(geof)(x)=x" oricarear fix € R.
Vasile Pop

Notd: Fiecare problemi se noteazi cu puncte de la 0 la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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1.Fiea,b,c € (0,00) \ {1} si
E(a,b,c) =log,(b? + c? — bc) + log,(c? + a? — ca) + log.(a? + b? — ab).
a. Determinati valoarea sumei

2 E<\/§—1 V541 ﬁ)

-2 +log, 5 4 " 4 72
b. Aratati ca E(a, b,c) = 6, oricare ar fi a, b, c € (1, ).
Solutie :
a. Pentrua=$,b=‘/§+1 §ic=§seob‘gine
1
c’+a?—ca=b?*+c*>—bc=1, a2+b2—ab=z.
1 pct
Atunci
E<x/§—1x/§+1\/§> oo X og o 1 1
, ,— | =10 — = —]0 = — = —
x4 2 857 845 V5 —1+log, V5
10827
_ 2
-2 +log, 5’
deci
2 o515+ VR
-2 +1log, 5 4 7 4 T2)
2 pct

b. Pentru orice a,b € R avem a? + b? — ab > ab, deci pentru orice a, b, ¢ € (1,0) are loc

inegalitatea log.(a? + b% — ab) > log. a + log, b.

In mod analog se obtin inegalititile

log, (b% + ¢ — bc) = log, b + log, ¢ silog, (c? + a? — ca) = log, c + log, a

2 pct

Prin adunare, rezulta

E(a,b,c) = log, b +1log,a+log,c+log.b+log.a+log,c=>24+2+2=6

2 pct

2. Fie numarul real a € R \ {0}, numarul natural nenul n € N* si multimea
M ={x €C|x*"+ (ax — 1)?" = 0}
a. Aratati ca daca z € M, atunci z € M, unde 7 este conjugatul numarului z.
b. Fie x; € C, i = 1,2n, solutiile ecuatiei x2™ + (ax — 1)?™ = 0. Determinati valoare sumei

2n
1
s=y 1
kzlxk Xk




Solutie :
a. Fie functia f: C — C, cu f(2) = z?™ + (a - z — 1)?™. Are loc egalitatea

f(2)=2"+(a-z—1)*" = f(2) 1 pct
Pentru z € M avem f(z) = 0 si
0=0=f(2),deci f(2) = 0, de unde rezulti Z € M. 1 pct
b. Pentru orice x € C* are loc echivalenta
1 2n
2n _ 2n _— - = —
x4+ (ax — 1) —0@(61 x) =-1 1 pet
Fie w € C* o radicina a ecuatiei z2™ + 1 = 0, atunci
1 1
a——=wS—-—=a— w.
x X
1 pct
sl
1 _ _
T (a—w)(a—w)=a*+1-alw + o).
1 pct
Fie x, € C, k = 1,2n, solutiile ecuatiei x*™ + (ax — 1)?" = 0.
Avem
2n 1 2n
S:Z _=Z[a2+1—a(a)k+w_k)]
Xg * Xk
k=1 k=1
2n
=2n(a?+1) — aZ(a)k + @) = 2n(a? + 1).
k=1 2 pct

3. Fie m si n doud numere naturale nenule de paritati diferite.
Aratati ca nu exista functiile f : R - Rsi g : R — R care sa satisfaca simultan egalitatile
(f e g)(x) = x™, oricare ar fi x € R,
(g o f)(x) =x™, oricare ar fi x € R.
Solutie:
Presupunem cd exista doud functii f: R — R si g: R — R care sa verifice egalitatile din
ipotezd. Analizam cazul in care m este par si n este impar (analog cealalta situatie).
Cum functia h: R = R, cu h(x) = x™ este bijectiva,
deduce ca functia f este injectiva. 1 pct
Pentru orice x € R au loc egalitatile

(fogo )= e(f®) = (f®)"
(fege ) =FlgefHx)=f&")

deci

(FO)™ = f(x™),vx €R 3 pet
Daca a = f(0), atunci a™ = a
Daca g = f(1), atunci ™ =
Dacay = f(—1),atunciy™ =y
Deci a, B si y sunt solutii ale ecuatiei x™ = x,
ecuatie cu multimea solutiilor S = {0,1}.
Atunci numerele a, B si y nu pot fi distincte doua cate doua, ceea ce vine in
contradictie cu injectivitatea functiei f. 2 pct
Presupunerea initiala este falsa, deci nu existd doud functii f: R — R si
g: R = R care sa verifice simultan egalitatile din ipoteza 1 pct



