TABARA JUDETEANA-CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XV-a 2025,

Targu Lapus, 01.09.2025-06.09.2025
Clasa a Xl-a

1. Fie matricea X € M5(R) si multimea
M(X) ={Y € M3(R) | XY =YX, det(Y + iX) = det(Y — iX) = 0}.
a. Aratati ca multimea M (I3) este nevida (prin I3 s-a notat matricea unitate de ordinul
trei).
b. Aratati cd daca existai A € M(X) si « € R\ {0,1} astfel incat det(4) = det(aX),
atunci
det(A+X) det(4) + det(X)

det(A —X) det(4) — det(X)’

2. Fie sirul de numere reale (x;,),en, CU Xo > 0 si

1 1
Xp+7—= ,n €N,

i/x_n 3\/ Xn+1

a. Aritati ca sirul (x,),ey €Ste convergent.

b. Calculati lim n3x;.

n—oo

3. Determinati matricele X € M, (R) pentru care are loc egalitatea

X5+X=(§ g)

Nota: Fiecare problemd se noteazd cu puncte de la 0 la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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1. Fie matricea X € M3(R) si multimea
M(X) ={Y € M3(R) | XY =YX, det(Y + iX) = det(Y — iX) = 0}.
a. Aratati ca multimea M (I3) este nevida (prin I3 s-a notat matricea unitate de ordinul
trei).
b. Aratati ca daca exista A € M(X) si « € R\ {0,1} astfel incat det(4) = det(aX),
atunci
det(A+X) det(A) + det(X)

det(A —X) det(4) — det(X)’

Solutie .
a. Pentru a determina un element al multimii M (I3), cum orice matrice A € M5 (R) comuta
Cu matricea unitate /5 este suficient sa fie indeplinitd conditia

det(A+il;) =det(A—il;) =0
care implica det(4% + I3) = 0, adica A = —1 este valoare proprie a matricei A2. Atunci
matricea A trebuie sa aiba valorile proprii A; =i si A, = —i.
Tn concluzie, orice matrice A € M5 (R) care are valorile proprii A, = i si A, = —i, este un
element al multimii M (I3), de exemplu

0 1 0
A=|-1 0 0|
0 0 O

2 pct
b.
Din det(4) = det(aX) = a3 - det(X) se obtine
det(4) + det(X) a3+1
det(4) —det(X) a3—-1 1 pct
Fie f(t) = det(A + tX),unde t € C.
Atunci f(i) = f(—=i) =0 1 pet
Cum f(t) =t3-det(X) + m- t> + n -t + det(4),
rezulta m = det(4), n = det(X)
f@) = (t* + D(t + a®) - det(X) 1 pct
Atunci
f() =det(4+X) =2(1 + a?) - det(X)
f(=1) =det(4—X) = 2(—1 + a3) - det(X) 1 pet
deci

detA+X) f(1) a3+1
] det(4 — X) :f(—l) Tad—1 1 pct
In concluzie, are loc egalitatea
det(A+X) det(4) +det(X) ad+1
det(A — X) _ det(A) — det(X) a®—1




2. Fie sirul de numere reale (x;)nen, CU Xo > 0 si

1 1
Xn+t+o——= ,n €N,

i/x_n 3\/ Xn+1

a. Aritati ca sirul (x,),ey €Ste convergent.

b. Calculati lim n3x;.

n—-oo
Solutie .
a.
Searaticix, >0,n€N.
f 1 1 - -
Din Ton i > 0 se deduce (x;,),en €Ste strict descrescator.
n+1 n

Cum (x,)nen €ste strict descrescator si marginit inferior,
rezulta (x,,),en CONVErgent .

b. Avem
3
- n3 n
lim n°x,; = lim lim
n—oo n—>ooi n—oo 3
X3 P
Avem
. . 1
L = lim = lim
n—-o0o —00
e |
Xp T~ |7
Xn+1 Xn
. 1 .
Se obtine L = -, deci
lim n3x? = —.
nowo T 43

3. Determinati matricele X € M, (RR) pentru care are loc egalitatea
.. (2 6
XS4+ X= (0 2).
Solutie :
.. (2 6\ .., _(a b
Fie A = (0 2) s1X = (c d)'
Din X® + X2 = AX = XA

se deduce X = (g 2)

Ecuatia revine la
(as +a 5bha*+ b) _ (2 6)
0 a®+a 0 2

se obtine
1 1
X= (o 1)

1 pct
1 pct

1 pct

1 pct

1 pct

2 pct

1 pct

2 pct

2 pct

2 pct



