TABARA JUDETEANA-CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XV-a 2025,

Targu Lapus, 01.09.2025-06.09.2025
Clasa a Xll-a

1. Fie (G,) un grup comutativ cu un numdr finit de elemente si functia injectivd f:G —»G
astfel Tncat f(f(x-y_l)-y)zx_l-f(x-y_l),VX,yeG, unde prin x 1 s-a notat simetricul

elementului x in grupul (G,-).
Aratati ca:
a. f(X)=X_1,VX€G;
b. x3= e,VxeG
c. multimea G are un numar impar de elemente.

2. Fie f:R >R o functie primitivabila si F o primitiva a sa, cu proprietatea ca

egx_F(X) =F(x),VxeR.

. . Dl oo f(x
Aratati ca functia f este derivabila si calculati lim L .
x—0 VX

3. Determinati functia f :(0,0) >R, cu f(1)=0, care admite o primitiva F:(0,00) - R pentru
care are loc egalitatea F(xy)+xy=xy(f(x)+ f(y)), vx,ye(0,»).

Nota: Fiecare problemd se noteazd cu puncte dela 0la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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1. Fie (G,) un grup comutativ cu un numdr finit de elemente si functia injectiva f:G —»G
astfel Tncat f(f(X-y_l)-y)=X_l-f(X-y_l),VX,yEG, unde prin x 1 s-a notat simetricul
elementului x in grupul (G,-).
Aratati ca:

a. f(x):x_l,VXeG;

b. x3 =e,VxeG;
€. multimea G are un numar impar de elemente.

Solutie:

a. In relatia din ipoteza:

Pentru x=y=e, obtinem: f(f(e))=f(e) si cum f este injectiva, obtinem f(e)=e. .....2p
Pentru x=1y, obtinem f(X)=X 5, ¥XEG . oommirrrrrvvviiiissssseeessssssssessesesssssss s 1p

1 com
b. Din f (X)ZX_]',VXEG se obtine f(xy_l)z(xy_l) :yx_1 = x_ly

Relatia din ipoteza devine x?’y_3 =g, VX,yeG

Pentru y=e= X2 28, WX E G oeeeeeeeeeeeeeeee e st s et s et e et 2p

¢. Daca G ={e}=> card(G)=1( numar impar )
Daca existd xeG, x=e, atunci

avem x% ze (altfel, daca xX=e=x=x=e, fals)

2 2 2

si x“ #x (altfel, daca x“=x=x =x3=e,faIS)

Deci G = {e, X, X2, 2 y2,...} , asadar G are un numar impar de elemente. ............cccciiinnn 2p

2. Fie f:R >R o functie primitivabila si F o primitiva a sa, cu proprietatea ca

e F(X) _ F(x), VxeR.
f
Aratati ca functia f este derivabila si calculati lim ﬂ :
x—0 VX
Solutie:
Din ipotezd avem f(x)=F'(x)= 3 F(¥) (8- f(x)), vxeR. Q)
Din (1)=> f(x)=w,we[@,
1+eSx—F(x)
deci f este derivabila (operatii cu functii derivabile). .......ccocevviiiiiniiiiiiie s 4p
Din (1) = f (x)(3—  (x))=e> " F) (3= £ (x))* 20, vxe R = f (x)€[0,3], X €R . .........2p
. f

Deci lim ﬂ=0. ettt eee e ieeeieeesieeesieeessseeesseeessseesssseessssessssseassseeess LD

X—>00 \/;



3. Determinati functia f :(0,0) >R, cu f(1)=0, care admite o primitiva F:(0,00) >R pentru
care are loc egalitatea F(xy)+xy=xy(f(x)+f(y)),vx,ye(0,%).

Solutie:

Pentru y=1= f (x)=m+1— f(1),
X

de unde obtinem ca f este derivabild. ... e 2p
Derivénd relatia F(x)=x(f(x)+ f(1))-x, (1)
1—
obtinem f'(x)= ﬂ Vx e(0,:)
:f'(x):%,VXG(O,oo). ................................................................................ 2p

Deci f(x)=Inx+c,ceR.

Cum f(1)=0 avem c=0= f(X)=INX, VX E(0,00) . ceererrrrriisiriiriirieiiciriecee e, 1p
Din relatia (1) = F(x) = xInx—x, ¥x €(0,).

Functiile f si F determinate verifica relatia din ipoteza. ..............ccoovieiiiiiiiiiiiiniinnnn.. 2p



